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e existence de certains graphes, possibilité d'effectuer 
certaines actions ; 

e parcours d'un graphe (ponts de Kœænigsbergj) ; 
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modélisation et régularité d’un comportement aléatoire ; 

problèmes d’incompatibilité ; 

construction de machines reconnaissant des suites de 

mots, d’entiers.. ; 

e reconnaître un intervalle ; 

e construction de réseaux ayant une bonne capacité à 
transmettre l'information. 
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Définition 

eo Un graphe non orienté G est la donnée d’un ensemble S 
de sommets, d’un ensemble A d'arêtes, et d'une 
application qui à toute arête associe un couple non 
ordonné de sommets, ses extrémités. 

e Siles deux extrémités d'une arête sont égales, cette arête 
est une boucle. 

eo Si deux sommets sont extrémités d’une même arête, on dit 
qu'ils sont adjacents. 

e le nombre #S de sommets de G est appelé l'ordre de G. 

e le degré du sommet S;, deg S;, est le nombre d'arêtes 
dont une extrémité est S; (les boucles comptent double). 
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Représentation. 
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Un graphe de degré 8, avec 13 arêtes, ici deg a — 2, deg d — 4, 
etc. 
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Définition 

eo Un graphe est simple quand il ne contient pas de boucle, 
et au plus une arête entre deux sommets. 

e Un graphe est k-régulier si le degré de chaque sommet 
est k. 

e Un graphe simple est complet quand entre deux sommets 
distincts il y a toujours une arête ; on note K, le graphe 
complet à n sommets. 

e Un graphe est biparti quand il existe une partition 
S = S; US, de ses sommets telle qu'une arête quelconque 
ait toujours l’une de ses extrémités dans S; et l’autre dans 
So. 
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Graphe complet Ks b e 
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cn : 
/ \ 
b e 
RAF 74 » € 
a / \ 
Graphe complet K: È k 
5 
D N 7 
7 \ _—. 
b e Graphe cyclique d'ordre impair 
À / 
nm 
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ci—ta 
ne TR. ads 
b e 
à" \/ 
a 
Graphe complet Ks 


E d Graphe cyclique d'ordre impair 
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Graphe cyclique d'ordre pair 
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CR CC C — d 
/ À 4 À 
b e b e 
a a 
Graphe complet K Graphe cyclique d'ordre impair 
CD 0 a 
/ \ QT -É 
b ë b 
\ 4 e 
2 ; D 


Graphe cyclique d'ordre pair Graphe biparti complet 3 3. 
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Application : Dans une assemblée de onze personnes, il est 
impossible que chacune serre la main d'exactement la moitié 
des dix autres. 

En effet, on construit un graphe à 11 sommets, et on souhaite 
représenter chaque poignée de main par une arête entre les 
deux sommets qui l’ont échangée. Mais chaque sommet doit 
être de degré 5... c'est impossible. 
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e Une chaîne de longueur n est un n-cycle quand on a 
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Définition (Chaînes et cycles) 
Soit G un graphe non orienté. 
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Une chaîne dans le graphe G est une suite finie de 
sommets et d'arêtes So, 41, S1,...,&n, Sn telle que chaque 
arête admet pour extrémités les deux sommets qui 
l’encadrent ; 

Une chaîne est simple quand elle ne contient pas deux 
fois la même arête 


La longueur de Ja chaîne So, &,S1,...,@n, Sn est l'entier n 


So —= Sn- 
Un graphe est connexe quand il existe une chaîne entre 
deux sommets quelconques. 


Définitions 


Représentation. 


Un graphe connexe 


Définitions 


Représentation. 


Une chaîne de longueur 5 


Définitions 


Représentation. 


Un cycle de longueur 5 
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e une chaîne orientée est un chemin 


Un graphe orienté G est la donnée d'un ensemble S de 
sommets, d'un ensemble A d'arcs, et d'une application 
qui à tout arc associe un couple de sommets (S;, S;), son 
origine et son extrémité 

le demi degré intérieur (resp. demi degré extérieur) du 
sommet S;, deg” (S;), (resp. deg”'(S;)) est le nombre 
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e un cycle orienté est un circuit 


e un graphe orienté est fortement connexe quand entre 
deux sommets quelconques il existe un chemin. 


Remarque : lci la somme des demi degrés extérieurs, ou 
intérieurs, est le nombre d’arcs. 
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Un graphe orienté de degré 8, avec 13 arêtes, ici deg* f — 3, 
deg g = 3, etc... 
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OS o 
NAN 


———— 


Ce graphe n'est pas fortement connexe : aucun chemin chemin 
n'arrive en f, ni en h. 
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e un sous graphe de G est un graphe formé parS' CS un 
sous ensemble des sommets de G, et de A’ un sous 
ensemble des arêtes de G qui ne contient que des arêtes 
dont les extrémités sont dans S'. 


e le sous graphe engendré par S’ de G est le graphe formé 
par S' CS, et par As, le sous ensemble des arêtes de G 
formé de toutes les arêtes de G dont les extrémités sont 
dans S’. 


e unsStable de G est un sous ensemble S' de sommets de G 
tel que le sous graphe engendré par S' n'ait pas d'arête. 

e une clique de G est un sous ensemble S' de sommets de 
G tel que le sous graphe engendré par S' soit complet. 
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Le sous graphe de G engendré par à, b, c, d,e,f et g. 
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Chaînes et cycles eulériens 


Définition 
Une chaîne eulérienne {resp : un cycle eulérien) dans le 
graphe G est une chaîne (resp. un cycle) dans G qui utilise 
toute arête une fois et seulement une fois. 
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e sl y a deux sommets de degré impair, les extrémités d'une 
chaîne eulérienne sont les sommets de degré impair, et il 
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e sil n'y a pas de sommet de degré impair, il existe un cycle 
eulérien. 
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Dans le cas orienté, on a les mêmes définitions, en remplaçant 
“chaîne”, “cycle” ou “arête" par “chemin”, “circuit” ou “arc”. 


lci ce sont les demi degrés qui interviennent : 


Théorème 
Un graphe orienté connexe admet une chaîne eulérienne ssi le 
nombre de ses sommets de degré impair est 0 ou 2, et 


i/ pour les sommets de degré pair, les deux demi degrés 
sont égaux ; 

ii/ pour un sommet de degré impair on a 
deg*(S) = deg” (S) + 1, et pour l’autre 
deg” (S') = deg*(S) +1. 
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Dans le cas orienté, on a les mêmes définitions, en remplaçant 
“chaîne”, “cycle” ou “arête" par “chemin”, “circuit” ou “arc”. 


lci ce sont les demi degrés qui interviennent : 


Théorème 


Un graphe orienté connexe admet une chaîne eulérienne ssi le 
nombre de ses sommets de degré impair est 0 ou 2, et 


i/ pour les sommets de degré pair, les deux demi degrés 
sont égaux ; 


ii/ pour un sommet de degré impair on a 
deg*(S) = deg” (S) + 1, et pour l’autre 
deg” (S') = deg*(S) +1. 
Le graphe admet un circuit eulérien ssi tous ses sommets sont 
de degré pair, et satisfont à la condition i/ ci dessus. 
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Chemin eulériens : les ponts de Kœænigsberg 


On fait un graphe dont les sommets sont les régions délimitées 
par le fleuve, et les arêtes les ponts ; on est amenés à chercher 
une chaîne eulérienne dans ce graphe : 
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Chemin eulériens : les ponts de Kœænigsberg 


On fait un graphe dont les sommets sont les régions délimitées 
par le fleuve, et les arêtes les ponts ; on est amenés à chercher 
une chaîne eulérienne dans ce graphe : 


Tous les sommets sont de degré impair, il est impossible de 
trouver un chemin passant exactement une fois par chacun des 
ponts. 
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Arbres : définitions 


Définition 

e Un arbre est un graphe connexe sans cycle, une forêt est 
un graphe sans cycle. 

e Dans le cas orienté, une racine est un sommet à partir 

duquel on peut construire un chemin vers n'importe quel 

autre sommet. 
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Soit G un graphe connexe d'ordre n ; alors G est un arbre ssi il 
a exactement n — 1 arêtes. 
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Définition 

e Un arbre est un graphe connexe sans cycle, une forêt est 
un graphe sans cycle. 

e Dans le cas orienté, une racine est un sommet à partir 

duquel on peut construire un chemin vers n'importe quel 

autre sommet. 


Théorème 


Soit G un graphe connexe d'ordre n ; alors G est un arbre ssi il 
a exactement n — 1 arêtes. 


Démonstration : 
e Un graphe connexe d'ordre n admet au moins n — 1 arêtes 
e un graphe sans cycle d'ordre n admet au plus n — 1 arêtes. 


Arbres 
Arbres : exemple 


| NI 72 
SH 
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DON, 
IN 


Un graphe à 17 sommets (et 16 arêtes). 
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Si on retire sa racine à un arbre binaire à n + 1 sommets, on 
obtient deux arbres binaires à i et j sommets, avec i+j=n. 
D'où la relation de récurrence Ch, = D ;,;_, CiC:. 
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y =1+tÿ?, 


c'est à dire qu'on a une série entière qui est algébrique sur le 
corps des fractions rationnelles R(f) . 
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En considérant la série entière y = 5° Cat”, on obtient 
y =1+tÿ, 


c'est à dire qu'on a une série entière qui est algébrique sur le 
corps des fractions rationnelles R(f) . 


Puis, à l’aide des fonctions élémentaires, on trouve 


1 
BE À 


y = 
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En considérant la série entière y = 5° Cat”, on obtient 
y =1+tÿ, 


c'est à dire qu'on a une série entière qui est algébrique sur le 
corps des fractions rationnelles R(f) . 


Puis, à l’aide des fonctions élémentaires, on trouve 


et pour les nombres de Catalan : 
1 2n 
= = ( n ) 
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Combien de pesées sont-elles nécessaires pour trouver la 
fausse pièce ? 
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Combien de pesées sont-elles nécessaires pour trouver la 
fausse pièce ? 
Idée : la balance peut donner trois informations : 

e soit le plateau de droite est plus léger que l’autre ; 


e soit le plateau de gauche est plus léger que l’autre ; 


e soitils sont de même poids. 
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On suppose qu'on a 
e un tas de n pièces dont l’une est plus légère que les autres 
e une balance. 
Combien de pesées sont-elles nécessaires pour trouver la 
fausse pièce ? 
Idée : la balance peut donner trois informations : 
e soit le plateau de droite est plus léger que l’autre ; 
e soit le plateau de gauche est plus léger que l’autre ; 
e soitils sont de même poids. 


On en déduit un arbre ternaire : à la racine on a les n pièces, 
puis à chaque pesée on divise le tas en trois, ce qui permet de 
choisir un des petits tas. Chaque feuille doit représenter une 
pièce. On a besoin de flog;(n)] pesées. 
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Partant d'un ensemble E de transpositions de S,, on dessine 


un graphe Gs dont les sommets sont les entiers 1,...,n,eton 
construit une arête entre j et j quand la transposition (ij) est 
dans E. 


Théorème 
Un ensemble de n — 1 transpositions de S, engendre ce 
groupe ssi Gs est un arbre. 


Démonstration : Remarquons que Gs est un arbre ssi il est 
connexe. 
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connexe. 
— s'il n'est pas connexe, les transpositions ne peuvent 
permuter que les composantes connexes ; 
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Arbres : une application au groupe S; 


Partant d'un ensemble E de transpositions de S,, on dessine 


un graphe Gs dont les sommets sont les entiers 1,...,n,eton 
construit une arête entre j et j quand la transposition (ij) est 
dans E. 


Théorème 
Un ensemble de n — 1 transpositions de S, engendre ce 
groupe ssi Gs est un arbre. 


Démonstration : Remarquons que Gs est un arbre ssi il est 
connexe. 
— s'il n'est pas connexe, les transpositions ne peuvent 
permuter que les composantes connexes ; 
< s'il l'est, pour construire la transposition (j) on choisit une 
chaîne i,i,i,...,ik,j dans Gs, et 


(ÿ) = (ih)(hie) (ik) (ik) ) (rie 1) (lb (hi). 
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Un graphe connexe planaire détermine des faces (toutes 
bornées sauf une, non bornée). Alors la relation d’Euler lie les 
nombres f de faces, a d’arêtes et s de sommets : 
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bornées sauf une, non bornée). Alors la relation d’Euler lie les 
nombres f de faces, a d'arêtes et s de sommets : 


Théorème (Relation d’Euler) 
On a la relation d’Euler : 


Sa — 2. 
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Remarque : On a la même relation pour un polyèdre convexe. 
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Un graphe connexe planaire détermine des faces (toutes 
bornées sauf une, non bornée). Alors la relation d’Euler lie les 
nombres f de faces, a d’arêtes et s de sommets : 


Théorème (Relation d’Euler) 
On a la relation d’Euler : 


SA — 2. 


Remarque : On a la même relation pour un polyèdre convexe. 


Démonstration : C’est vrai dans le cas des graphes connexes 
planaires minimaux (les arbres : n sommets, n — 1 arêtes, une 
seule face puisqu'il n'y a pas de cycle). 


Graphes planaires 
Relation d’Euler 


Si on fixe le nombre de sommets, et qu’on retire une arête, on 
retire une face : 


SAC 2. 
RS... 
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Si on fixe le nombre de sommets, et qu’on retire une arête, on 
retire une face : 
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RS... 


Graphes planaires 
Applications de la relation d’Euler 


Quelques constatations sur les graphes simples : 


i/ chaque face est délimitée par au moins trois arêtes ; en 
comptant toutes les faces, puisque chaque arête est 
l'intersection d’exactement deux faces, on a 


31 < 24. ] 
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Quelques constatations sur les graphes simples : 


i/ chaque face est délimitée par au moins trois arêtes ; en 
comptant toutes les faces, puisque chaque arête est 
l'intersection d'exactement deux faces, on a 


31 < 24. 


i/ Siil n’y a pas de face triangulaire, chaque face est 
délimitée par au moins quatre arêtes ; comme plus haut 


4f < 2a. 
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On en déduit : 
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On en déduit : 


i/ pour un graphe planaire simple et connexe, on doit avoir 


a < 35 —6, 


donc le graphe complet A (5 sommets et 10 arêtes) n’est 
pas planaire. 


Graphes planaires 
Applications ne la relation d’Euler 


On en déduit : 


i/ pour un graphe planaire simple et connexe, on doit avoir 


a < 35 —6, | 


donc le graphe complet A (5 sommets et 10 arêtes) n’est 
pas planaire. 


i/ dans un graphe biparti simple, il n'y a pas cycle de 
longueur 3, donc pas de face triangulaire, et 


a <2S—4. | 


donc le graphe biparti complet 33 (6 sommets et 9 
arêtes) n’est pas planaire et on ne peut résoudre le 
problème des trois maisons. 
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Matrices d’adjacence : définition 


Définition 
Soit G un graphe à n sommets, S;,...,Shn. 
On construit une matrice n x n, À, de la façon suivante : 

e si G n'est pas orienté, le coefficient A; à l'intersection de la 
i-ème ligne et de la j-ième colonne est le nombre d'arêtes 
reliant S:; et S; ; 

e si G est orienté, le coefficient A; à l'intersection de la 
i-ème ligne et de la j-ième colonne est le nombre d'arêtes 
d'origine $; et d'extrémité S.;. 

La matrice A est la matrice d’adjacence du graphe G. 


Remarque : si le graphe est non orienté, les sommets S; ets, 
sont adjacents ssi À; Z 0. 
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Matrices d’adjacence : exemple non orienté 


Exemples : Considérons le graphe 


Matrice d’adjacence 
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La matrice n’est plus symétrique. 
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Matrices d’adjacence : exemple biparti 


Matrice d’adjacence 


©O = =)OOO©OO 
 O©O-=1O0O0O0O00O 
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= = OOOOO 
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: On obtient ici une matrice par blocs 


de la forme (5). 
*x | 0 
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Soit G un graphe, et À sa matrice d’adjacence. 


si G n’est pas orienté, la matrice est symétrique ; 


si G n'est pas orienté, la somme des coefficients de la 
i-ème ligne (ou de la i-ième colonne) est le degré de S,. 


si G est orienté, la somme des coefficients de la j-ème 
ligne est le degré sortant de S;, d”(S;). 

si G est orienté, la somme des coefficients de la j-ème 
colonne est le degré entrant de S;, d'(S;). 
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Soit G un graphe, et À sa matrice d’adjacence. 

e si G n'est pas orienté, la matrice est symétrique ; 

e si G n'est pas orienté, la somme des coefficients de la 
i-ème ligne (ou de la i-ième colonne) est le degré de S,;. 

e si Gest orienté, la somme des coefficients de la ;-ème 
ligne est le degré sortant de S;, d”(S;). 

e si Gest orienté, la somme des coefficients de la ;-ème 
colonne est le degré entrant de S;, d'(S;). 

e si G est orienté, la matrice ‘À + À est la matrice 
d'adjacence du graphe obtenu à partir de G en retirant 
l'orientation. 
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Matrices d’adjacence : puissances et applications 


Soit G un graphe, et À sa matrice d’adjacence. On a le résultat 
suivant : 


Théorème 
Le nombre de chemins (de chaînes) de longueur n joignant les 
sommets S; et S; est égal au coefficient d'indice (ji, j) de la 

matrice A”. 
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Matrices d’adjacence : puissances et applications 


Soit G un graphe, et À sa matrice d’adjacence. On a le résultat 
suivant : 


Théorème 
Le nombre de chemins (de chaînes) de longueur n joignant les 
sommets S; et S; est égal au coefficient d'indice (ji, j) de la 

matrice A”. 


En effet, une chaîne de longueur n'entre S; et S; est la 
concaténation d'une chaîne de longueur n — 1 entre S; et S4 un 
sommet quelconque, et d’une arête entre Sk et S;... on 
retrouve une formule de calcul matriciel. 
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Matrices d’adjacence : puissances et applications 


Définition 

e la distance entre deux sommets S; et S; (de S; à S;) de 
G est la longueur de la plus courte chaîne (du plus court 
chemin) joignant S:; ets. 

e Le diamètre d’un graphe est la plus grande distance entre 

deux de ses sommets. 
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e la distance entre deux sommets S:; et S; (de S; à S;) de 
G est la longueur de la plus courte chaîne (du plus court 
chemin) joignant S:; ets. 

e Le diamètre d’un graphe est la plus grande distance entre 

deux de ses sommets. 


Théorème 


e La distance entre deux sommets S$; et S; est le plus petit 
entier n tel que le coefficient d'indice (i,j) de A” soit non 
nul ; 


d’adjacence : puissances et applications 


Définition 

e la distance entre deux sommets S:; et S; (de S; à S;) de 
G est la longueur de la plus courte chaîne (du plus court 
chemin) joignant S:; ets. 

e Le diamètre d’un graphe est la plus grande distance entre 

deux de ses sommets. 


Théorème 
e La distance entre deux sommets S$; et S; est le plus petit 
entier n tel que le coefficient d'indice (i,j) de A” soit non 
nul ; 
e le diamètre du graphe G est le plus petit entier tel que 
(lx + A) ait tous ses coefficients strictement positifs. 
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M: 
Nombre de chemins : exemple. 


Ici 


20 34 42 23 20 16 13 5 15 
34 38 47 43 17 26 23 14 15 
42 47 46 53 24 44 28 21 19 
23 43 53 26 36 25 17 6 29 


16 26 44 25 29 26 34 18 34 
13 23 28 17 39 34 22 12 39 
5 14 21 6 30 18 12 4 30 
15 15 19 29 14 34 39 30 20 


En particulier : 
o il y a 15 chemins de longueur 5 de a à ji; 
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Ici 


20 34 42 23 20 16 13 5 15 
34 38 47 43 17 26 23 14 15 
42 47 46 53 24 44 28 21 19 
23 43 53 26 36 25 17 6 29 


16 26 44 25 29 26 34 18 34 
13 23 28 17 39 34 22 12 39 
5 14 21 6 30 18 12 4 30 
15 15 19 29 14 34 39 30 20 


En particulier : 
o il y a 15 chemins de longueur 5 de a à ji; 
e le diamètre du graphe est plus petit que 5 (en fait il vaut 4). 


Plus courts chemins : position du problème 


Définition 
Un graphe est pondéré quand chaque arête est affectée d'un 
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Remarque : il s’agit d’une généralisation du problème de 
l'existence d'une chaîne reliant S; à S;, de longueur minimale 
(c'est le cas où toutes les arêtes sont de poids 1). 

Ici on ne peut plus utiliser de matrice d'adjacence, mais on a un 
algorithme efficace : l'algorithme de Dijkstra. Il consiste à aller 
de proche en proche à partir du sommet initial, pour construire 
un arbre dans le graphe. 
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Un hamster peut dormir (D), jouer (J) ou manger (M). Il change 
aléatoirement de comportement selon la règle suivante : 


eo A l'instant 0, le hamster joue. 


e Si à l'instant n le hamster joue, alors à l'instant n +1il 
dormira. 

e Si à l'instant n le hamster dort, alors à l'instant n +1il 
mangera avec la probabilité 1, il dormira avec la probabilité 
+, et il jouera avec la probabilité À. 

e Si à l'instant n le hamster mange, alors à l'instant n +1il 
dormira. 

On appelle X, la variable aléatoire égale à 0, 1,2 si à l'instant n 


le hamster respectivement joue, dort, ou mange, et on note a;, 
bn, ch les probabilités : 


On associe à cette situation le graphe suivant : 


L 
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OÙ xÿ — P(Xn41 = j/Xn = i) est la probabilité (conditionnelle) 
qu'à l'instant n + 1 le hamster fasse l’activité j, sachant qu'à 
l'instant n il fait l’activité j, c’est à dire la probabilité de 
transition de l’état j vers l’état j. 
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OÙ rÿ — P(Xn41 = j/Xn = i) est la probabilité (conditionnelle) 
qu'à l'instant n + 1 le hamster fasse l’activité /, sachant qu'à 
l'instant nil fait l’activité j, c’est à dire la probabilité de 
transition de l’état j vers l’état j. 

On en déduit l'expression matricielle, à l’aide de la matrice de 
transition 


Too Toi To2 
( @ny1 Dit Cnyt ) = ( An bn Cn)| Tio Tir m2 
T20 T2t T2 
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On voit que le hamster joue environ les deux tiers du temps, 
alors qu'il joue un sixième du temps, de même qu'il mange un 
sixième du temps. 
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représente la probabilité que le processus soit dans l'état 
A; à l'instant n + 1 si il était dans l’état À; à l'instant n, c'est 
à dire la probabilité de transition de l'état A; vers l'état A.. 


Remarque : La somme des coefficients le long de chacune 
des lignes vaut 1, et les coefficients sont compris entre 0 et 1 ; 
une telle matrice est une matrice stochastique. 


Hypothèse : les chaînes de Markov qu'on considère ici sont 
supposées primitives, c’est à dire qu’une certaine puissance 
de la matrice de transition a tous ses coefficients strictement 
positifs. 
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Soit À une matrice primitive de M,(R), c'est à dire dont une 
puissance a tous ses coefficients strictement positifs. 
Théorème (Théorème de Perron Frobenius) 
La matrice À admet une valeur propre À > 0, telle que : 

i Pour toute autre valeur propre x, on a |u| < À ; 

ii À admet des vecteurs propres à droite et à gauche pour , 

dans (R* }* ; 
ji À est une racine simple du polynôme caractéristique de À ; 


/ pour tout vecteur ligne v de R#, la suite HV - A7 (ou 
A" - v) converge vers un vecteur propre de À pour x. 


Définition 
On dit que X est la valeur propre de Perron de À, un vecteur 
propre de (R* )* est un vecteur propre de Perron de À. 
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Perron est 1, et il existe une distribution stationnaire pour la 
chaîne de Markov, c’est à dire un vecteur ligne à k 
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En particulier, quel que soit l’état initial x, on a 


lim x: M = 7* 
n— +00 
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Applications : 
e problémes d'affectation et d'incompatibilité 
e problème des 4 couleurs 


Remarque : on recherche donc une partition minimale de 
l'ensemble des sommets de G en stables. 


Coloration : exemples 


Coloration : exemples 


Graphe complet K, : n couleurs 


Coloration : exemples 


Graphe complet K, : n couleurs 
Om. 


Coloration : exemples 


Graphe complet K, : n couleurs 


Graphe cyclique d'ordre pair : 2 
couleurs 


Coloration : exemples 


CO 


Graphe complet K, : n couleurs 5 à 


- 7 


Graphe cyclique d'ordre pair : 2 
couleurs 


Coloration : exemples 


Graphe complet K, : n couleurs 


Graphe cyclique d'ordre impair 
: 8 couleurs 


Graphe cyclique d'ordre pair : 2 
couleurs 


Coloration : exemples 


a 


Graphe complet K, : n coul 
ÿ PEU US Graphe cyclique d'ordre impair 
e : 3 couleurs 


Graphe cyclique d'ordre pair : 2 G 
couleurs 


Coloration : exemples 


Graphe complet K, : n couleurs Graphe cyclique d'ordre impair 
be : 3 couleurs 


Graphe cyclique d'ordre pair : 2 
couleurs Graphe biparti : 2 couleurs 


: résultats 


On utilise souvent le résultat suivant : 


Théorème 
1/ Si G' est un sous graphe total de G, alors ;(G) > >(G) ; 
Si le plus grand des degrés des sommets de G est p, alors 
DiGEDEN 


Principe : On obtient donc deux inégalités, qui peuvent donner 
le nombre chromatique si on s’y prend bien... 
On sait aussi 


Théorème 
1/ SiG est un graphe connexe de degré maximum p, qui n'est 
ni complet ni un cycle de longueur impaire, alors y(G) < p. 

2! Les graphes de nombre chromatique 2 sont ceux qui 
n'admettent pas de cycle de longueur impaire. 


Application : problème d’incompatibilité. 


On cherche à ranger 11 produits chimiques 
a, b, c,d,6,f,g,h,i,j,k, 


et on sait que les couples de produits suivants interagissent, ce 
qu'on veut éviter : 


j/d;c/e,b/a,a/j,a/i,a/h,a/k,b/c.c/j,c/d; 


d/e,e/i,e/f,e/g,e/j,f/g,g/i,g/h,h/i,h/k,a/e 


Quel est le nombre minimal de pièces nécessaires à leur 
stockage ? ‘ 


EN) 
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Application : problème d’incompatibilité. 


On choisit un (grand) stable de G 
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On a une clique de G d'ordre 4, ce qui impose 4 couleurs. 


Application : problème d’incompatibilité. 


On complète : y(G) = 4, et on a besoin de 4 pièces. 
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e “Démontré” par Appel et Haken en 1976 : la 
démonstration, ardue, consiste à se ramener à un nombre 
fini (mais grand) de cas, et de résoudre ceux ci par 
ordinateur. 


e Controverse : qu'est ce que “démontrer” ? 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


algorithme de Welch et Powell 
Partant d'un graphe G : 


e on classe ses sommets par ordre décroissant de leurs 
degrés : S;:,...,S,; avec degS; > --: > degS, ; 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


ANNIPAN 
NN 


Ici on classe b/d/g/e/c/f/a/h. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


algorithme de Welch et Powell 


Partant d'un graphe G: 


e on classe ses sommets par ordre décroissant de leurs 
degrés : S;,...,S, avec degS; > --. > degS»; ; 


e on choisit une couleur c; avec laquelle on colorie 
d’abord S;, puis le premier sommet de la liste non 
adjacent à S; (on barre au fur et à mesure les sommets 
coloriés dans la liste) ; 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


Ici on colorie b et g : 


NAN 


NP 


Il nous reste d/e/c/f/a/h. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


algorithme de Welch et Powell 
Partant d'un graphe G: 
e on classe ses sommets par ordre décroissant de leurs 
degrés : S;,...,S, avec degS; > --. > degS»; ; 
e on choisit une couleur c; avec laquelle on colorie d’abord 
Si, puis le premier sommet de la liste non adjacent à S; 
(on barre au fur et à mesure les sommets coloriés dans la 
liste) ; 
e on recommence avec une nouvelle couleur c: et les 
sommets qui nous restent ; 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


Ici on colorie d et e : 


DŸ 


Il nous reste c/f/a/h. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


algorithme de Welch et Powell 
Partant d'un graphe G : 


on classe ses sommets par ordre décroissant de leurs 
degrés : S;,...,S, avec degS; > --. > degS», ; 

on choisit une couleur c; avec laquelle on colorie d’abord 
Si, puis le premier sommet de la liste non adjacent à S; 
(on barre au fur et à mesure les sommets coloriés dans la 
liste) ; 

on recommence avec une nouvelle couleur c et les 
sommets qui nous restent ; 


etc. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


lci on colorie a,ceth: 


Il nous reste f. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


On colorie f : 


D'où +(G) < 4. 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


C'est un algorithme efficace et simple mais qui contient une 
part d’arbitraire : quand on a une famille de sommets de même 
degré, dans quel ordre les écrire ? 


Coloration : algorithme de Welch et Powell 


C'est un algorithme efficace et simple mais qui contient une 
part d’arbitraire : quand on a une famille de sommets de même 
degré, dans quel ordre les écrire ? 


En fait ici -(G) = 8. 


Automates finis : définition. 


Définition 
Un automate fini M est la donnée 
e d’un ensemble d'états E ; 
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Un automate fini VW est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

e d'un alphabet À ; 
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Un automate fini VW est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

e d'un alphabet À ; 
eo d'un état initial eo ; 
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Un automate fini VW est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

e d'un alphabet À ; 

eo d'un état initial eo ; 

eo d'un certain nombre d'états finaux ; 


Automates finis : définition. 


Définition 

Un automate fini VW est la donnée 
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Définition 

Un automate fini VW est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

eo d'un alphabet À ; 

eo d'un état initial eo ; 

eo d'un certain nombre d'états finaux ; 

eo d’une fonction de transitionr:ExA—E; 


Remarque : la fonction de transition est une action de 
l'alphabet sur l’ensemble des états. 
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Définition 

Un automate fini M est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

d’un alphabet À ; 

d’un état initial eo ; 

d'un certain nombre d'états finaux ; 

d'une fonction de transitionr:ExA—E; 


Remarque : la fonction de transition est une action de 
l'alphabet sur l'ensemble des états. 
On lui associe un graphe dont 


e les sommets sont les états e0,..., en; 
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Définition 

Un automate fini M est la donnée 
e d'un ensemble d'états E ; 

d’un alphabet À ; 

d’un état initial eo ; 

d'un certain nombre d'états finaux ; 

d'une fonction de transitionr:ExA—E; 


Remarque : la fonction de transition est une action de 
l'alphabet sur l'ensemble des états. 
On lui associe un graphe dont 


e les sommets sont les états e0,..., en; 


e siaest une lettre de A, et r(e;,a) — e;, alors on construit 
une arête de e; vers e;, étiquetée par la lettre a. 


Automates finis : définitions. 


Définition 
Un mot écrit dans l'alphabet À est reconnaissable par 
l’automate fini M quand, partant de l’état initial, les actions 
successives des lettres de ce mot sur les états mènent à un 
état terminal. 


Automates finis : définitions. 


Définition 
Un mot écrit dans l'alphabet À est reconnaissable par 
l’automate fini M quand, partant de l’état initial, les actions 
successives des lettres de ce mot sur les états mènent à un 
état terminal. 


Exemples : 


b 
b 


L’automate fini, d’alphabet l'alphabet usuel, et qui reconnaît 
tous les mots se terminant par “baba”. 


Suites automatiques. 


Définition 

Une suite d’entiers est b-automatique si l’ensemble des 
écritures p-adiques de ses éléments est l'ensemble des mots 
reconnaissables par un automate fini d’albhabet {0,...,p—1} 


Exemple : 
e Les suites périodiques d’entiers ; 


Suites automatiques. 


Définition 

Une suite d’entiers est b-automatique si l’ensemble des 
écritures p-adiques de ses éléments est l'ensemble des mots 
reconnaissables par un automate fini d’albhabet {0,...,p—1} 


Exemple : 
e Les suites périodiques d’entiers ; 


e La suite d’entiers (2 automatique) reconnue par l’automate 


0 0 
Î 
start — 
’ 


est l'ensemble des entiers dont la somme des chiffres de 
l'écriture en base 2 est impaire. 


Suites automatiques : application. 


Définition 

Une série entière f = ÿ° a, X" à coefficients dans k est 
algébrique sur k(X) s'il existe des polynômes Po,..., Ph tels 
que 


Paie. PP;f+P; 0: 


Suites automatiques : application. 


Définition 

Une série entière f = ÿ: a, X”" à coefficients dans k est 
algébrique sur k(X) s'il existe des polynômes Po,..., Ph tels 
que 


Paie? P;f+8P; 0: 


Remarque : f est dans k(X) quand la suite (a:) est périodique 


tomatiques : application. 


Définition 

Une série entière f = ÿ: a, X" à coefficients dans k est 
algébrique sur k(X) s'il existe des polynômes Po,..., Ph tels 
que 

Paie Pf+P; 0: 
Remarque : f est dans k(X) quand la suite (a:) est périodique 


Théorème 


La série entière 5° a, X" est algébrique sur FL(X) ssi pour tout 
a de F, fixé, l’ensemble {n, a, = a} est p-automatique. 


Remarque : La même question est ouverte dans R, pour la 
série 


; 
Des an € {0,...,9}. 
= |) 


Graphes d’intervalles 


A une famille d'intervalles 


on associe le graphe dont : 


Graphes d’intervalles 


A une famille d'intervalles 


A 
B— 
D — 
D — 
E 
F 


on associe le graphe dont : 


e les sommets sont les 
intervalles ; 


Dans notre cas 


A 


Graphes d’intervalles 


A une famille d'intervalles 


C— Dans notre cas 
A 
E—— 7 


B 
on associe le graphe dont : 4 
e les sommets sont les 4 N 
intervalles ; 
e on dessine une arête entre 
les sommets / et J 


exactement quand / 
rencontre J. 


C 


F 


Graphes d’intervalles 


A une famille d'intervalles 


A Dans notre cas 
B— 
A 
C— 
D— VA 
E ———— 
ï D 
on associe le graphe dont : _ “ 
e les sommets sont les 
intervalles ; 


On va voir que les graphes 
d'intervalles ne peuvent pas 
contenir certains sous graphes. 


e on dessine une arête entre 
les sommets / et J 
exactement quand / 
rencontre J. 


Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 
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un cycle de longueur > 4. 
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Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 


On pose À — {a;,&], B — [b;,b:], C — [c1,c], D = [d, d]; 


Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 


On pose À — [a;,&1], B = [b:,b2], C = [c1,c], D = [di,d];on 
peut supposer a, = min{as, b:,c:, di}, puis 
b4 = min{b:,c:, di}. 


Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 


On pose À — [a;,&1], B = [b:,b2], C = [c1,c], D = [di,d];on 
peut supposer a, = min{as, b:, C1, di}, puis 
b; = min{b;,c;,d;}. On doit avoir 

e di < & puisque AND ZW; 


Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 


On pose À — [a;,&1], B = [b:,b2], C = [c1,c], D = [di,d];on 
peut supposer a, = min{as, b:,c:, di}, puis 
b; = min{b;,c;,d;}. On doit avoir 

eo di < & puisque AND ZW; 

® 4 < D; < à < C3 < bs < dj < c> d’après le graphe. 


Graphes d’intervalles 


Théorème 


Un sous graphe total dans un graphe d'intervalles ne peut être 
un cycle de longueur > 4. 


Démonstration : Supposons qu'on ait le sous graphe total 


On pose À — [a;,&1], B = [b:,b2], C = [c1,c], D = [di,d];on 
peut supposer a, = min{as, b:,c:, di}, puis 
b; = min{b;,c;,d;}. On doit avoir 
eo d; < & puisque AND ZW; 
® 4 < D; < à < C3 < bs < dj < c> d’après le graphe. 
D'où une contradiction. 


Graphes d’intervalles : application 


Dans un magasin on a compté huit entrées ce matin. Mais 
seules sept personnes, Anne, Béatrice, Carlos, Dimitri, 
Eugène, Filippo et Géromine y sont allées. Trouver laquelle est 
venue deux fois sachant que : 


e Aa rencontré B,D.E et G ; 
B a rencontré A et C ; 

C a rencontré B et D ; 

D a rencontré A,CetE ; 
E a rencontré AD et F ; 
FarencontréGetE ; 

G a rencontré A et F. 


Graphes d’intervalles : application 


On dessine un graphe dont les sommets sont les personnes, 


Graphes d’intervalles : application 


On dessine un graphe dont les sommets sont les personnes, 
et où deux sommets sont reliés par une arête quand les 
personnes correspondantes se sont rencontrées : 


VW y 


Graphes d’intervalles : application 


On dessine un graphe dont les sommets sont les personnes, 
et où deux sommets sont reliés par une arête quand les 
personnes correspondantes se sont rencontrées : 


ave 


On voit qu’il y a deux cycles de longueur 4, A/B/C/D et A/E/F/G, 
et la personne recherchée doit faire partie des deux ; c'est 
donc Anne. 


Graphes de Cayley 


On choisit un groupe fini G, et un sous ensemble S$, à k 
éléments, qu'on suppose symétrique : pour tout g de S, g! 
est dans S. 
On forme un graphe k-régulier de la façon suivante 

e les sommets correpondent aux éléments de G ; 

e on trace une arête entre g et g’ quand g'g°! est dans S. 


Graphes de Cayley 


On choisit un groupe fini G, et un sous ensemble S$, à k 
éléments, qu'on suppose symétrique : pour tout g de S, g! 
est dans S. 
On forme un graphe k-régulier de la façon suivante 

e les sommets correpondent aux éléments de G ; 

e on trace une arête entre g et g’ quand g'g°! est dans S. 
Exemple : 


NI 
(e] 


1 4 
0 
Le graphe de Cayley associé à Z/5Z et S — {2,3}. 


Graphes de Cayley 


On sait alors facilement évaluer les valeurs propres de la 
matrice d’adjacence, qu’on exprime à l’aide des caractères de 
G, c'est à dire des morphismes de G dans C* : 

Théorème 

Les valeurs propres du grahe de Cayley G; s sont les nombres 


Àx — > X(g), 


ges 


quand x parcourt l'ensemble des caractères de G. 


Remarque : on retrouve une conséquence du théorème de 
Perron Frobenius : on a |À,| < A4 = k pour le caractère trivial. 


d'expansion 


Définition 

Soit Y un ensemble de sommets de G ; le bord de >, OX, est 
l'ensemble des sommets tels que d(s,Y) = 1. 

La constante d'expansion de > est 


(2x 


| 
>| < -|G 
RES 31G} 


h(G) = min{— 


Remarque : on mesure ainsi la capacité du graphe, vu comme 
un réseau de transmission, à transmettre l'information. 


Théorème 
Si u est la seconde plus grande valeur propre de À, alors 


2k(k — u) 


Conséquence : on recherche /. le plus petit possible. 


Constante d'expansion 


On a l'inégalité, quand le nombre de sommets n d'un graphe 
k-régulier diverge 


liminfn_spi = 2VK — 1. 
Définition 
Un graphe k-régulier est de Ramanujan quand on a 
un <2Vk—1. 


On sait construire des graphes de Ramanujan à l’aide de 
l'hypothèse de Riemann sur les corps finis, prouvée par Weil. 
Par exemple, si 


le graphe Gç.s est de Ramanujan car [5 x(x° + ax)| < 2,/p. 
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